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1.    Введение.  

 

Пусть H -сепарабельное гильбертово пространство, а оператор  A  

нормальный с вполне непрерывном обратным оператором 
1−A , спектр 

которого содержится в угловом секторе 

 
2

0,arg:Λ 


= . 

В этом случае оператор A  имеет полную систему собственных 

векторов  
k

e  ,....2,1, == keAe
kkk

  Тогда оператор A  можно представить 

в виде ,UCA =  где,  ( ) ( ) ( ) HUDCDAD == ,  и  

( ) ,,
1

kk

k

k
eexCx 



=

=  ( ) ,,
1

kk

k

k
i

eeyeU 


=

=


  

при ( ) HyADx  , , .,...2,1,arg == k
kk

   

Очевидно, что C - положительно определённый самосопряженный 

оператор, а U - унитарный оператор в H .  

Обозначим через ( )0


H  гильбертово пространство со скалярным 

произведением  ),(),(,),,(),(
00

yxyxHHyCxCyx === 


. 
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Пусть );(
2

HRL
+

 есть гильбертово пространство вектор-функций )(tf , 

определённых в интервале  ( )+=
+

,0R  почти всюду, со значением в H и  с  

нормой  

.)(
2

1

0

2

);(2









= 



+
dttff

HRL
 

Далее,  введем гильбертово пространство [5] 

 );()(),;(:);(
22

22

2
HRLtuHRLuCuHRW

+++
=  

с нормой  

( )2

);(2

2

);(2

2

);(2
2 HRLHRLHRW

uuCu
+++

+= . 

Очевидно, что из теоремы о следах [5] 

 0)0(,);();( 2

2

2

2
==

++
uHRWuuHRW

o

 

есть полное подпространство пространства );(2

2
HRW

+
. 

 Рассмотрим в гильбертовом пространстве H  краевую задачу   

( ) ,),()()()()(
21

2

+
=+++− RttftuAtuAtuAttu                      (1) 

0)0( =u ,                                                                          (2) 

где )(),( tutf -  вектор-функции, определённые в 
+

R  почти всюду со 

значениями в H , а операторные коэффициенты удовлетворяют условиям: 

 1) A - нормальный оператор с вполне непрерывным обратным, спектр 

которого содержится в угловом секторе  ( )
2

0,Λ 


 ; 

 2) )(t  - измеримая скалярная функция, определённая в 
+

R  почти 

всюду, причем    )(0 t ; 

 3) 
21

, AA  линейные операторы, причем  
2

22

1

11
, −− == AABAAB  

ограничены в H . 

Определение 1. Если вектор-функция );()( 2

2
HRWtu

+
  удовлетворяет 

уравнению (1) почти всюду, то )(tu  называется регулярным решением 

уравнения (1). 

Определение 2. Если при любом );()(
2

HRLtf
+

  существует регулярное 

решение уравнение (1)  )(tu , которое удовлетворяет краевой задаче в смысле   

сходимости  

0)(lim
2

30
=

+→ Ht
tu  

и имеет место оценка 

);(
2

);(2
2

HRLHRW
fconstu

++
 , 

то задача называется регулярно разрешимой. 
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В данной работе мы найдём условия регулярной разрешимости задачи 

(1), (2), выраженные  свойствами 1), 2)  коэффициентов уравнения (1). 

Отметим,  что задача (1), (2) исследована в случае  =)(t , при 

( )
0

,0 tt ,  =)(t , при ( ) ,
0

tt , ( ) ,0
0

t  в работах [1-4, 6, 7], когда A  

нормальный или самосопряженный положительный  оператор. В этой работе 

мы применим другой метод для разрешимости задачи (1),(2).  

 

2.  Основные  результаты. 

 

Сперва в пространстве ( ) );,0(2 HL   определим оператор  

( ) )()( 2

0
tuAttuuL +−=  

с областью определения ( ) );(2

20
HRWLD

o

+
= . 

Очевидно, что сопряженный оператор будет  

( ) )()( 2

0
tuAttuuL  +−=  ,     ( ) ( ) );(2

200
HRWLDLD

o

+

 == . 

Сперва докажем одну вспомогательному лемму, которая показывает почему 

2
0   . 

Лемма 1. Пусть выполняется условие 1). Тогда вектор-функция tAetu −=)(  

принадлежит пространству );(2

2
HRW

o

+
 тогда и только тогда, когда 

2
3

H . 

Здесь 
tAe−

 есть полугруппа ограниченных операторов, порожденных  

оператором ( )A− . 

Доказательство. Пусть );()( 2

2
HRWetu

o
tA

+

− =  . Тогда по теореме     о 

следах [1] следует, что 
2

30
)0( Heu

t

tA ==
=

−  . Обратно, пусть 
2

3
H . 

Тогда  

.2
2

);(2

2
2

);(2

2
2

);(2

2
2

);(2
2 HRL

tA

HRL

tA

HRL

tA

HRW
eCeAeCu

+

−

+

−

+

−

+
=+=   

Если 
2

3
H , то существует вектор-функция Hx , такая, что 

2
3

Cx = . Поэтому  

.2
2

);(2

2
12

);(2
2 HRL

tA

HRW
xeCu

+

−

+
=  

Далее, используя спектральное разложение оператора  A , имеем 

( )

( ) ( ) ===
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


−


=

−

 
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+

−−
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0

Re22

1

2Re2

0 1
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2
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2
1

2

);(2

2
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( ) ( )

,
cos2

1

cos2

1

,
cos2

1

cos2

1
,

2

2
3

2

2

1

2

1







==

== 


=



=

x

exex
k

k
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k

k

k

 

т.е. );()( 2

2
HRWetu

o
tA

+

− =  . 

Имеет место  

Теорема 1. При всех  );(2

2
HRWu

o

+
  имеют место неравенства  

,)(
);(2

00);(2

2

HRLHRL
uLduA

++
                                (3) 

,)(
);(2

01);(2 HRLHRL
uLduA

++
                                (4) 

,)(
);(2

02);(2 HRLHRL
uLdu

++
                                  (5) 













=
,

24
,

cos2

1

,
4

0,1
1

)(
0







d

 

;
cos2

1
)( 2

1

1




−

=d

 





















=

.
24

,
cos2

1

,
4

0,1

)(
2

1

2









d  

Доказательство. Пусть );(2

2
HRWu

o

+
  и  .

0
fuL =  Тогда, умножая 

уравнения  

( ) ( )tftuAttu =+− )()( 2                                       (6) 

на функцию ( )t2
1−

 , получаем 

=+−=
+

−

+

−
2

);(2

22
1

2
1

2

);(2

2
1

HRLHRL

uAuf 
 

( )
);(2

2
2

);(2

22
1

2

);(2

2
1

;Re2
HRL

HRLHRL

uAuuAu
+

++

−

−+=    .                      (7) 

Далее, учитывая что  ( ) 00 =u , интегрируя по частям получаем  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) .,,

,,

);(2

2

0

2

0

2

);(2

2

HRL

HRL

uAuAdttuAtuA

tuAtutuAtu

+









+

==

=−=−




 

Затем, используя спектральное разложения оператора A  получаем, что  

( )
2

);(2
2cos2,Re2

HRL
uAuAuA

+

   . 

Таким образом, из неравенства (7) следует, что  

.2cos2
2

);(2

2

);(2

22
1

2

);(2

2
1

2

);(2

2
1

HRL
HRLHRLHRL

uAuAuf
+

++

−

+

−

++       (8) 

С другой стороны 

( ) .;
);(2

2

);(2

2

);(2
HRLHRLHRL

uCuCuCuA
+++

==  

Интегрируя по частям, имеем:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

.
2

1

,,

,,,

2

);(2

22
1

2

);(2

2
1

2

);(2

2
1

2

);(2

22
1

);(2

2
1

22
1

);(2

2

0

2

0

);(2






 +=

−=−=

=−==

++

−

+

−

+

+

−

+



+ 

HRLHRLHRLHRL

HRLHRL

HRL

uCuuuC

uuCuuC

dttutuCdttuCtuCuCuC



  

Таким образом, 

.
2

1 2

);(2

22
1

2

);(2

2
12

);(2





 +

++

−

+ HRLHRL
HRL

uCuuA   

Учитывая это неравенство в неравенстве (8),  получаем:  

.2cos
2

1 2

);(2

2

);(2

2
12

);(2 HRL
HRL

HRL
uAfuA

+
+

−

+

−   

Учитывая, что 
);(2);(2 HRLHRL

uCuA
++

= , имеем  

( )
2

);(2

2
12

);(2 2

1
2cos1

HRL
HRL

fuA
+

−

+
+  , 

т.е.  
2

);(2

2
12

);(2

2

2

1
2cos2

HRL
HRL

fuA
+

−

+
  . 

А это значит, что 

.
cos4

1 2

);(2

2
1

2

2

);(2 HRL
HRL

fuA
+

−

+
 


 

Следовательно, 

.
cos2

1

);(2

2
1

);(2 HRL
HRL

fuA
+

−

+
 


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Отсюда  получаем, что  

.
cos2

1
);(2

2
1

);(2 HRLHRL
fuA

+

−

+
 


                                      (9) 

Т.е. при все  
2

0    

.
cos2

1
);(2

2
1

);(2 HRLHRL
fuA

+

−

+
 


 

Таким образом, 

);(2
01);(2

0

2
1

);(2
)(

cos2

1
HRLHRLHRL

uLduLuA
++

−

+
= 


              (10) 

Для доказательства остальных неравенств рассмотрим два случая:  

а) 
4

0   . В этом случае ,02cos   поэтому из неравенства (8) 

следует, что  

.
2

);(2

2
1

2

);(2

22
1

2

);(2

2
1

HRLHRLHRL

fuAu
+

−

++

−

+   

Тогда  очевидно, что  

.
2

);(2

2
1

2

);(2

22
1

HRLHRL

fuA
+

−

+

   

Отсюда имеем, что   

2

);(2

2
2

);(2

2
1

1

2

);(2

22
1

1
2

);(2

22
1

2
12

);(2

2

HRL
HRL

HRLHRL
HRL
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uAuAuA

+

−

+

−−

+

−

+

−

+



=




 

т.е. при 
4

0    

.
);(2

0

1

);(2

1

);(2

2

HRLHRLHRL
uLfuA

+

−

+

−

+
=                             (11) 

В этом случае аналогично имеем: 

,
2

);(0

12

);(

1

2

);(

2
1

2

);(

2
1

2
12

);(

22

22
2

HRLHRL

HRLHRL
HRL

uLf

uuu

++

++
+

−−

−−



=




 

т.е.   

.
);(2

0

2
1

2
1

);(2 HRLHRL
uLu

+

−

+
                                            (12) 

Теперь рассмотрим случай .
24

   В этом случае .02cos   

Тогда из неравенства (8) с учётом неравенства (10), получаем:  
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2
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2
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2
1

2

);(

22
1

2

);(

2

);(

2
1

2

);(

2
1

2
22

2
22
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2cos2

2cos2

HRL
HRLHRL

HRL
HRLHRL
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uAuf








 

.
2

);(2

22
1

HRL

uA
+

+                                                                               (13) 

Таким образом,  

=







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+

−
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+
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−

++
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);(22

1
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);(22);(2

1

2

);(22

2
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2
1

2
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1

2

);(2

2
1

cos2
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1

cos2

2cos

cos2

2cos

HRLHRLHRL

HRL
HRLHRLHRL
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ffuAu














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.
cos2

1 2

);(22

1

HRL
f

+

−=


                                                                              

(14) 

Из неравенства (14) получаем, что  

2

);(22

2

2

);(2

22
1

1
2

);(2

22
1

2
12

);(2

2

cos2

1
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HRLHRL
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uAuAuA

+

−

+

−

+

−

+



=



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т.е.  

.
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1
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1
);(2

0

1
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1

);(2

2

HRLHRLHRL
uLfuA

+

−

+

−

+
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



          (15) 

Аналогично имеем,  

2

);(22

1

2

);(2

2
1

2
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2
1

2
12
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1
HRL

HRLHRL
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f
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+

−

+

−

+

−

+



=






 

т.е.   

.
cos2

1
);(2

0

2
1

2
1

);(2 HRLHRL
uLu

+

−

+



                               (16) 

 

Теорема 1 доказана.  

Следствие 1.  0
0
=KerL . Действительно если 0=f , то  02 =uA , т.е. 

0=u .     

Так как  
A  имеет те же свойства оператора A , то получаем, что 

 0
0
=KerL . Далее, из  теоремы 1 получаем  
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Теорема 2.  Оператор 
0

L  изоморфно отображает  );(2

2
HRW

o

+
 на );(

2
HRL

+
 

Доказательство. Из  следствия 1 следует, что   0
0
=KerL . С другой 

стороны  0
0
=KerL , то 

0
ImL  всюду плотно  в );(

2
HRL

+
. Из теоремы 1 

следует, что 

( )fuLuconstuL
HRLHRL

=
++

0);(
2

);(2
0

. 

С другой стороны, очевидно, что при );(2

2
HRWu

o

+
 имеет место 

неравенство 

 
);(2

2
);(2

0
,1max2

HRWHRL
uuL

++
  . 

Из этих двух неравенств следует, что   

);(Im
20

HRLL
+

= . 

Теорема доказана. 

Теперь докажем основную теорему 

Теорема 3. Пусть выполняются условия 1)-3) и операторы 
2

22

1

11
, −− == AABAAB  такие что  

( ) ( ) ( ) 1
2211
+= BdBdq  , 

то задача   (1),(2) регулярно разрешима. 

Доказательство. Напишем уравнение (1),(2) в виде  

( ) fuLL =+
10

, 

где ,
211
uAuAL +=  );(2

2
HRWu

o

+
 , );()(

2
HRLtf

+
 . Так как 

0
L  изомор 

физм между пространствами );(2

2
HRW

o

+
 и );(

2
HRL

+
, то 

1

0

−L  существует и 

ограничен. После замены =uL
0

 мы получаем уравнение 

( ) fLLE =+ − 1

01
 

в );(
2

HRL
+

. Но с другой стороны, с учетом теоремы 1, получаем  

( ) ( ) ( )

( ) .
);(2

0022011

);(2

2

2);(2
1

);(2
21);(2

1);(2

1

00

HRL

HRLHRL

HRLHRLHRL

q

uLquLdBuLdB

uABuAB

uAuAuLLL

+

++

+++

−

=

==+

+

+==







 

Так как ( ) ,1q   то ( ) fLLELu
11

01

1

0

−−− +=  и  

);(
2

);(2
2

HRLHRW
fconstu

++
 . 

Теорема доказана.  
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ABSTRACT 

In the work the conditions on coefficients of one class of a boundary value 

problem for the second-order operator-differential equations of elliptic type with variable 

coefficients are obtained, which provide the solvability of the given problem. These 

conditions are expressed only by the properties of the coefficients of the operator-

differential equation. 

Keywords:  Hilbert space, normal operator, regular solvability, operator-differential 

equation. 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.9, N.2, 2020 

 

 

 120 

AMS Subject Classification:  34B40, 35J25, 47D03. 

 

 

References 

 
1. Mirzoev S.S.,  Aliev A.R.,  Rustamova L.A.,   On the boundary value problem 

with the operator in  boundary conditions for the  operator-differential equation of  

second order with discontinuous coefficients,  Journal of Mathematical Physics, 

Analysis, Geometry,   V.9, 2013,   pp.207-226. 

2. Mirzoev S.S.,   Rustamova L.A., On solvability of one boundary-value problem 

for second order operator-differential  equations with discontinuous coefficient, 

Appl. Comput. Math., V.5, 2006,  pp.191-200. 

3. Rustamova L.A., On some second order operator-differential equations with 

discontinuous coefficients, Proceedings of Institute of Math. and Mech., Baku,   

V.XXIV(XXXII), 2006, pp.179-186. 

4. Aliev A.R. Kraevye zadachi dlya odnogo klassa operatorno differentsial'nogo 

uravneniy vtorogo poryadka s peremennymi koeffitsientom, Mat. Zametki, V.34,  

N.6,  2003,  sc.803-817. (Aliev A.R., Boundary-value problems for a class of 

operator differential equations of high order with variable coefficients,  

Mathematical Notes, V.74, 2003, pp. 803-817).  

5. Lions Zh.-L., Madzhenes E. Neodnorodnye Granichnye Zadachi i ikh 

Prilozheniya,  M.: Mir, 1971, 371 s. (Lions J.-L., Majenes E., Nonhomogeneous 

boundary- Value  Problems and their Applications, M., Mir, 1971, 371 p.). 

6. Mirzoev S.S., Aliev A.R. K teorii razreshimosti kraevykh zadach dlya odnogo 

klassa operatorno-differentsial'nykh uravneniy vysokogo poryadka, 

Funktsional'nyy analiz i ego prilozheniya,  V.44, N.3, 2010, sc. 63-65( Mirzoev 

S.S.,   Aliev A.R.,   On boundary value problem solvability theory for a class of 

high-order operator-differential  equations, Functional Analysis and its 

Applications, V.44, N.3, 2010,  pp. 63-65). 

7. Mirzoev S.S., Aliev A.R., Rustamova  L.A.  Ob usloviyakh razreshimosti kraevoy 

zadachi dlya  ellipticheskogo operatorno-differentsial'nogo uravneniya s 

razryvnym koeffitsientom,  Matematicheskie Zametki (Mathematical Notes), V.8, 

N.4,  2012, sc. 789-793 (Mirzoyev S.S.,  Aliev A.R., Rustamova L.A., Solvability 

conditions for boundary-value problems for elliptic operator-differential equations 

with discontinuous coefficient,  Mat. Zametki,  V.92, 2012, pp.789-793). 

 

 


